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高中数学专题复习与研究

――用分类讨论的的思想解题

参数广泛地存在于中学数学的各类问题中，也是近几年来高考重点考查的热点问题之一。以命题的条件和结论的结构为标准，含参数的问题可分为两种类型，。一种类型的问题是根据参数在允许值范围内的不同取值（或取值范围），去探求命题可能出现的结果，然后归纳出命题的结论；另一种类型的问题是给定命题的结论去探求参数的取值范围或参数应满足的条件。本文拟就第一类问题的解题思想方法――分类与讨论作一些探讨，不妥之处，敬请斧正。

解决第一类型的参数问题，通常要用“分类讨论”的方法，即根据问题的条件和所涉及到的概念；运用的定理、公式、性质以及运算的需要，图形的位置等进行科学合理的分类，然后逐类分别加以讨论，探求出各自的结果，最后归纳出命题的结论，达到解决问题的目的。它实际上是一种化难为易。化繁为简的解题策略和方法。

一、科学合理的分类

把一个集合A分成若干个非空真子集Ai（i=1、2、3···n）（n≥2，n∈N），使集合A中的每一个元素属于且仅属于某一个子集。即

1 A1∪A2∪A3∪···∪An＝A

②Ai∩Aj＝φ（i,j∈N,且i≠j）。
则称对集A进行了一次科学的分类（或称一次逻辑划分）

科学的分类满足两个条件：条件①保证分类不遗漏；条件②保证分类不重复。在此基础上根据问题的条件和性质，应尽可能减少分类。

二、确定分类标准

在确定讨论的对象后，最困难是确定分类的标准，一般来讲，分类标准的确定通常有三种：

（1）根据数学概念来确定分类标准

例如：绝对值的定义是： [image: image2.wmf]ï
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所以在解含有绝对值的不等式|log[image: image5.wmf]3
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 (3－x)|≥1时，就必须根据确定log[image: image7.wmf]3
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x ，  
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（3－x）正负的x值1和2将定义域（0，3）分成三个区间进行讨论，即0＜x＜1，
1≤x＜2，2≤x＜3三种情形分类讨论。

例1、 已知动点M到原点O的距离为m，到直线L：x＝2的距离为n，且m+n＝4

（1） 求点M的轨迹方程。

（2） 过原点O作倾斜角为α的直线与点M的轨迹曲线交于P,Q两点，求弦长｜PQ｜的最大值及对应的倾斜角α。

解：（1）设点M的坐标为（x,y），依题意可得：[image: image9.wmf]2
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根据绝对值的概念,轨迹方程取决于x＞2还是x≤2，所以以2为标准进行分类讨论可 

得轨迹方程为：y[image: image11.wmf]2
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解（2）如图1，由于P，Q的位置变化，                                  Q

弦长｜PQ｜的表达式不同，故必须分                       -1  O        2  3   x

点P，Q都在曲线y2=4(x+1)以及一点                        P 

在曲线y2=4(x+1)上而另一点在                               

曲线y2=－12（x－3）上可求得：[image: image13.wmf]ï
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（2）根据数学中的定理，公式和性质确定分类标准。

数学中的某些公式，定理，性质在不同条件下有不同的结论，在运用它们时，就要分类讨论，分类的依据是公式中的条件。

例如，对数函数y＝logax的单调性是分0＜a＜1和a＞1两种情况给出的，所以在解底数中含有字母的不等式；如logx[image: image18.wmf]3
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>－1就应以底数x＞1和0＜x＜1进行分类讨论，即：当x＞1时，[image: image19.wmf]x
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, 当0＜x＜1时，[image: image20.wmf]x
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又如，等比数列前几项和公式是分别给出的：[image: image21.wmf]ï

î

ï

í

ì

¹

-

-

=

=

)

1

(

1

)

1

(

)

1

(

1

1

q

q

q

a

q

na

S

n

n


所以在解这类问题时，如果q是可以变化的量，就要以q为标准进行分类讨论。

例2，设首项为1，公比为q（q＞0）的等比数列的前n项和为Sn,又设Tn＝[image: image22.wmf]1

+

n

n

S

S

，n＝1，2，···

求Tn
解：当q＝1时，Sn＝n，Tn＝[image: image23.wmf]1
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当q≠1时，Sn＝[image: image25.wmf]1
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于是当0＜q＜1时，[image: image26.wmf]1
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当q＞1时，[image: image27.wmf]q
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综上所述，[image: image28.wmf]ï
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（3）根据运算的需要确定分类标准。

例如：解不等式组[image: image29.wmf]î
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显然，应以3，4为标准将a分为1＜a≤3，3＜a≤4，a＞4三种情况进行讨论。

例3，解关于x的不等式组[image: image30.wmf]î
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其中a＞0且a≠1。

解，由于不等式中均含有参数a，其解的状况均取决于a＞1还是a＜1，所以1为标准进行分类，

（Ⅰ）当0＜a＜1时，可求得解为: [image: image31.wmf]2
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（Ⅱ）当a＞1时，可解得:[image: image32.wmf]î
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, 此时不等式组是否有解关键取决于[image: image33.wmf]1
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 与2的大小关系，所以以[image: image34.wmf]2
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 即a＝3为标准进行第二次分类。

（1） 当1＜a≤3时解集为Φ

（2） 当a＞3时解集为 [image: image35.wmf]).
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[image: image36.wmf]
综上所述：当0＜a＜1时，原不等式解集为 (2, [image: image37.wmf])
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;当1＜a≤3时，解集为Φ；
当a＞3时，解集为 ([image: image38.wmf]2, [image: image39.wmf])
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三、分类讨论的方法和步骤

（1） 确定是否需要分类讨论以及需要讨论时的对象和它的取值范围；

（2） 确定分类标准科学合理分类；

（3） 逐类进行讨论得出各类结果；

（4） 归纳各类结论。

例4，若函数f（x）＝a+bcosx+csinx的图象经过点（0,1）和（[image: image40.wmf]2

p

,1）两点，且x∈[0,[image: image41.wmf]2

p

]时，｜f（x）｜≤2恒成立，试求a的取值范围。

解：由f（0）＝a+b＝1，f（[image: image42.wmf]2
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）＝a+c＝1，求得b＝c＝1－a

f（x）＝a+（1－a）（sinx+cosx）＝a+[image: image43.wmf]2

（1－a）sin（x+[image: image44.wmf]4
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①当a≤1时，1≤f（x）≤a＋[image: image46.wmf]2

（1－a）∵｜f（x）｜≤2∴只要a+[image: image47.wmf]2

（1－a）≤2解得a≥[image: image48.wmf]2
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≤a≤1；②当a＞1时，a＋[image: image50.wmf]2

（1－a）≤f（x）≤1，∴只要a＋[image: image51.wmf]2

（1－a）≥－2，解得a≤4+3[image: image52.wmf]2

 , ∴1＜a≤4+3[image: image53.wmf]2

，综合①，②知实数a的取值范围为[－[image: image54.wmf]2

，4+3[image: image55.wmf]2

]。

例5，已知函数f（x）＝sim2x-asim2[image: image56.wmf]2
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试求以a表示f（x）的最大值b。

解：原函数化为f（x）＝[image: image58.wmf]16
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令t＝cosx，则－1≤t≤1

记g（t）＝－（[image: image59.wmf]-

t
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因为二次函数g（t）的最大值的取得与二次函数y=g(t)的图象的顶点的横坐标相对于定义域[－1，1]的位置密切相关，所以以[image: image61.wmf]4
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相对于区间[－1，1]的位置分三种情况讨论：

（1） 当－1≤[image: image62.wmf]4
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≤1，即－4≤a≤4时，b=g(t)max＝[image: image63.wmf]16
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 ;
（2） 当[image: image65.wmf]4
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＜－1, 即a＜－4时，b＝－a , 此时 t=[image: image66.wmf]1
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（3） 当[image: image67.wmf]4

a

＞1, 即a＞4时，b＝0, 此时, t=1 

综上所述：b＝[image: image68.wmf]ï
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例6、等差数列｛an｝的公差d＜0，Sn为前n项之和，若Sp＝Sq，（p,q∈N，p≠q）试用d，p，q表示Sn的最大值。

略解：由Sp＝Sq　　p≠q可求得[image: image69.wmf]d
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　时Sn最大。
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是否为正整数即p+q是奇数还是偶数为标准分两类讨论。

（1） 当p+q为偶数时n＝[image: image76.wmf]2
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（2） 当p+q为奇数时，n＝[image: image78.wmf]2
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分类讨论的思想是一种重要的解题策略，对于培养学生思维的严密性，严谨性和灵活性以及提高学生分析问题和解决问题的能力无疑具有较大的帮助。然而并不是问题中一出现含参数问题就一定得分类讨论，如果能结合利用数形结合的思想，函数的思想等解题思想方法可避免或简化分类讨论，从而达到迅速、准确的解题效果。

例7、解关于x的不等式：[image: image81.wmf]2
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略解：运用数形结合的思想解题如图：                    

在同一坐标系内作出y＝[image: image82.wmf]2
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y＝a－x的图象，
以L1 , L2, L3在y轴上的截距作为分类标准，        -1  0         3       x    

    知: 当a≤－1时; －1≤x≤3                           L1           L2  L3 

当－1＜a≤3时; [image: image83.wmf]2
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当a＞1+2[image: image87.wmf]2

时，不等式无解。

例8、实数k为何值时，方程kx2+2|x|+k=0有实数解？

略解：运用函数的思想解题：

由方程可得k＝[image: image88.wmf]2
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因此方程有解时k的了值范围就是函数f（x）＝[image: image89.wmf]2
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的值域，显然－1≤f(x)≤0

故－1≤k≤0即为所求。
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